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ABSTRACT 
Fundamental, dipole and vortex solitons are obtained for the two-dimensional nonlinear 
Schrödinger (NLS) equation with defect lattices. The first nonlinear semi infinite band-gap 
structures for defect lattices are investigated. Then the nonlinear stability of these solitons are 
investigated by using direct simulations of the NLS equation. It is shown that the nonlinear 
stability results of fundamental solitons are in good agreement with Vakhitov-Kolokolov 
(VK) stability criterions.  
ÖZET 
Bu çalışmada, düzensiz kafes yapıları (latis) içindeki lokalize dalgaların (temel, dipol ve 
vorteks solitonların) birinci doğrusal olmayan (nonlinear) bant yapıları ve kararlılıkları 
(stabiliteleri) incelenmiştir. Çalışmada, sınır  düzensizliği (edge dislocation)  ve boşluk 
düzensizliği (vacancy defect) içeren potansiyel içindeki solitonların varlığı incelenmiştir. 
Solitonların doğrusal olmayan kararlılığı sayısal yöntemlerle incelenmiş ve elde edilen 
sonuçların Vakhitov – Kolokolov (VK) kararlılık kriterlerine uygunluğu gösterilmiştir.  
1.GİRİŞ 
Fizik ve Matematikte, doğrusal olmayan (nonlinear) dalgalar, optik, akışkanlar dinamiği veya 
plazma fiziği gibi alanlarda geniş olarak yer tutan önemli bir konudur. Doğrusal olmayan 
dalga problemlerinin çözümleri farklı özellikler taşır. Bu çözümler kararlı lokalize dalgalar 
(soliton) veya sönümlü dalgalar olabilir. 
Son yıllarda, düzenli (kristal veya yarı kristal) [7] potansiyeller kullanılarak elde edilen temel 
dipol ve çoklu (vorteks) solitonlarla ilgili çok sayıda çalışma yayınlanmıştır [1,3]. Fakat 
düzensizlik içeren potansiyellerle ilgili çok az sayıda çalışma vardır [4,5]. Bu çalışmada, 
düzensizlik içeren potansiyeller içerisinde elde edilen lokalize dalgaların (temel, dipol ve 
vorteks solitonların) özellikleri incelenmiştir.  
Çalışmada kullanılan fiziksel sistemin yönetici modeli, bir potansiyel içeren NLS (Nonlinear 
Schrödinger) denklemi olarak verilmiştir. Bu denklem 
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      2 , 0ziu u u u V x y u                            (1) 
şeklindedir. Burada  ,V x y  dış (external) potansiyeli göstermektedir.  
Bu çalışmada kullanılan potansiyelleri elde etmek için kullanılan genel form 
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ile verilmektedir. 
Çalışmada kullanılan potansiyeller ve matematiksel ifadeleri aşağıdaki şekildedir. 
i. Sınır düzensizliği (edge dislocation) içeren potansiyel 
       20, 2cos , 2cos 1
25 x y
VV x y k x x y k y           (3a) 
burada  ,x y  faz fonksiyonu 
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                (3b) 
olarak tanımlanır. 
ii. Boşluk düzensizliği (vacancy defect) içeren potansiyel 
          2,0, 2cos 2cos
25
i x y
x y
VV x y k x k y e           (4a) 
burada  ,x y  faz fonksiyonu 
   1 10 0, tan tany y y yx y
x x
                     (4b) 
olarak tanımlanır [4]. 
Bu potansiyellere ait üstten görünüşler aşağıdaki şekilde verilmiştir. 
 
Şekil 1.1: (a) Periyodik potansiyel, (b) Sınır düzensizliği içeren potansiyel, (c) Boşluk 
düzensizliği içeren potansiyelin üstten görünüşü. 
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2. SAYISAL YÖNTEM 
Çalışmada, NLS denkleminin soliton çözümlerini elde etmek için Ablowitz ve 
Musslimani’nin ortaya koyduğu SR (Spectral Renormalization) yöntemi kullanılmıştır [6].  
NLS denklemi için SR yönteminde kullanılan Gaussian başlangıç koşulu aşağıdaki şekildedir. 
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Burada nx , ny  solitonların yerini, n  faz farkını, M soliton sayısını belirlemek için kullanılır. 
A  değeri solitonu belirlenen yere odaklamak ve yakınsaklığı sağlamak için kullanılır. 
Ele alınan potansiyellerin birinci doğrusal olmayan bant yapısı SR metoduyla incelenmiş ve 
bu bant yapıları arasındaki farklılıklar grafikle gösterilmiştir (Şekil 2.1).  
 
Şekil 2.1: Periyodik (sürekli çizgi), sınır düzensizliği içeren (kesikli çizgi) ve boşluk 
düzensizliği içeren (kesik ve noktalı çizgi) potansiyelin birinci doğrusal olmayan yarı sonsuz 
bant yapıları. 
Şekil 2.1’den görüldüğü gibi periyodik latis içinde düzensizlik yaratıldığında birinci doğrusal 
olmayan bant aralığı daralmaktadır. 
3.DÜZENSİZ POTANSİYEL İÇİNDE SOLİTONLAR 
Bu bölümde boşluk düzensizliği ve sınır düzensizliği içeren potansiyel içinde temel, dipol ve 
vorteks solitonların varlığı gösterilmiştir. Aksi belirtilmedikçe her bir durum için 0 12.5V  , 
1    olarak alınmıştır.  
3.1 Temel Solitonlar 
Temel durum için başlangıç koşulunda 0nx  , 0ny  , 0n   ve M=1 olarak alınmıştır. Sınır 
düzensizliği içeren potansiyel için merkeze odaklanan temel soliton Şekil 3.1’de, boşluk 
düzensizliği içeren potansiyel için temel soliton Şekil 3.2’de gösterilmiştir. 
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Şekil 3.1: Sınır düzensizliği içeren potansiyelin merkezine odaklanan temel solitonun (a) 
Karşıdan görünüşü, (b) Üstten görünüşü. 
 
Şekil 3.2: Boşluk düzensizliği içeren potansiyelin merkezine odaklanan temel solitonun (a) 
Karşıdan görünüşü, (b) Üstten görünüşü. 
3.2 Dipol Solitonlar  
Düzensiz potansiyel içinde dipol soliton elde etmek için cosn nx r  , sinn ny r  , n n   
ve M=2 olarak alınmıştır. 
Dipol solitonları sınır düzensizliği içeren potansiyelin yerel minimumlarına odaklamak için 
3 / 2r   (Şekil 3.3), maksimumlarına odaklamak için 5 / 2r  (Şekil 3.4) olarak alınmıştır.  
 
Şekil 3.3: Sınır düzensizliği içeren potansiyelin yerel minimumlarına odaklanan dipol 
solitonların (a) Karşıdan görünüşü, (b) Faz yapısı, (c) Üstten görünüşü. 
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Şekil 3.4: Sınır düzensizliği içeren potansiyelin yerel maksimumlarına odaklanan dipol 
solitonların (a) Karşıdan görünüşü, (b) Faz yapısı, (c) Üstten görünüşü. 
Dipol solitonları boşluk düzensizliği içeren potansiyelin yerel minimumlarına odaklamak için 
r   (Şekil 3.5), maksimumlarına odaklamak için 2r  (Şekil 3.6) olarak alınmıştır. 
 
Şekil 3.5: Boşluk düzensizliği içeren potansiyelin yerel minimumlarına odaklanan dipol 
solitonların (a) Karşıdan görünüşü, (b) Faz yapısı, (c) Üstten görünüşü. 
 
Şekil 3.6: Boşluk düzensizliği içeren potansiyelin yerel maksimumlarına odaklanan dipol 
solitonların (a) Karşıdan görünüşü, (b) Faz yapısı, (c) Üstten görünüşü. 
3.3 Vorteks Solitonlar  
Sınır düzensizliği içeren potansiyel simetrik bir şekle sahip olmadığından vorteks yapısı 
incelenirken potansiyel üzerine üç soliton odaklanmıştır. Üç solitonlu vorteksi potansiyelin 
yerel minimumlarına odaklamak için başlangıç koşulları 0 2 3 / 2x x    , 1 0x  , 
0 2 0y y  , 1 2y   olarak alınmıştır (Şekil 3.7). 
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Üç solitonlu vorteksi sınır düzensizliği içeren potansiyelin yerel maksimumlarına odaklarken 
başlangıç koşulunda 0 1 2.75x x   , 2 0x  , 0 1 2 2y y y     olarak alınmıştır (Şekil 3.8). 
Boşluk düzensizliği içeren potansiyel için vorteks yapıları incelenirken potansiyel üzerine 
dört soliton odaklanmıştır. Dört solitonlu vorteksi potansiyelin yerel minimumlarına 
odaklarken başlangıç koşulunda cosn nx r  , sinn ny r  , / 2n n  , r   olarak 
alınmıştır (Şekil 3.9). 
Dört solitonlu vorteksi boşluk düzensizliği içeren potansiyelin yerel maksimumlarına 
odaklamak için başlangıç koşulları cosn nx r  , sinn ny r  , / 2 / 4n n    , 0.96r   
olarak alınmıştır (Şekil 3.10). 
 
Şekil 3.7: Sınır düzensizliği içeren potansiyelin yerel minimumlarına odaklanan vorteksin (a) 
Karşıdan görünüşü, (b) Faz yapısı, (c) Üstten görünüşü. 
 
Şekil 3.8: Sınır düzensizliği içeren potansiyelin yerel maksimumlarına odaklanan vorteksin 
(a) Karşıdan görünüşü, (b) Faz yapısı, (c) Üstten görünüşü. 
4. KARARLILIK ANALİZİ 
Lokalize dalgaların (solitonların) doğrusal olmayan kararlılığı incelenirken NLS 
denklemindeki türevler (uxx ve uyy) sonlu farklar yöntemiyle doğrudan çözülmüş ve solitonlar 
dördüncü dereceden Runge-Kutta yöntemiyle ilerletilerek soliton kararlılığının sayısal analizi 
yapılmıştır [1,3]. Kayma nedeniyle oluşan kararlılık bozulmalarını incelemek amacıyla, 
soliton ilerlerken ağırlık merkezinin (CM) yerindeki değişimler görüntülenmiştir.  Solitonun 
ağırlık merkezi 
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Şekil 3.9: Boşluk düzensizliği içeren potansiyelin yerel minimumlarına odaklanan vorteksin 
(a) Karşıdan görünüşü, (b) Faz yapısı, (c) Üstten görünüşü. 
 
Şekil 3.10: Boşluk düzensizliği içeren potansiyelin yerel maksimumlarına odaklanan 
vorteksin (a) Karşıdan görünüşü, (b) Faz yapısı, (c) Üstten görünüşü. 
      21CM x iy u dxdy
P
 
 
                (6) 
ile verilir. 
Ele alınan potansiyeller için temel, dipol ve vorteks solitonlar, kafesin maksimum ve 
minimum noktalarında elde edilmiş ve elde edilen bu solitonların doğrusal olmayan kararlılık 
analizleri yapılmıştır. Dipol ve vorteks solitonların faz yapılarındaki değişimi görmek için faz 
yapıları da ayrıca görüntülenmiştir.  
4.1 Temel Solitonların Doğrusal Olmayan Kararlılığı 
Güç-Özdeğer analizi temel solitonların doğrusal olmayan kararlılığının incelenmesinde 
önemli bir yer tutmaktadır. Vakhitov-Kolokolov (VK) kararlılık kriterlerine göre solitonun 
kararlı olabilmesi için soliton gücünün (P), özdeğer (µ) arttıkça azalması (eğimin negatif 
olması) ve soliton gücünün kritik değer (Pc) olan 11.7’den küçük olması gerekir [8]. Soliton 
gücü 
 
2
,P u x y dxdy
 
 
            (7) 
ile verilir. 
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Temel solitonlar için 0 12.5V  olması durumunda elde edilen Güç-Özdeğer analizi Şekil 
4.1’de gösterilmiştir. 
Önceki kısımda elde edilen temel solitonların doğrusal olmayan kararlılıkları incelenmiştir. 
Her bir  potansiyel için ele alınan temel solitonun maksimum genlik değeri ve solitonun 
ağırlık merkezinin yeri küçük değişimler göstermektedir. Bu durum temel solitonun her iki 
potansiyel için kararlı olduğunu göstermektedir. Şekil 4.1 incelendiğinde 1    iken her iki 
potansiyel için eğimin negatif ve kritik güç değerinden daha küçük olduğu görülür. Elde 
edilen sonuçlar VK kararlılık kriterleri ile uyum içindedir. 
4.2 Dipol Solitonların Doğrusal Olmayan Kararlılığı 
Sınır düzensizliği içeren potansiyelin yerel minimumlarına odaklanan dipol solitonun 
kararlılığı Şekil 4.2’de ele alınmıştır. 
 
Şekil 4.1: Düzensizliğin olmadığı durumda (sürekli çizgi), sınır düzensizliğinin varlığında 
(kesikli çizgi), boşluk düzensizliğinin varlığında (kesik ve noktalı çizgi) Güç–Özdeğer grafiği. 
Sınır düzensizliği içeren potansiyelin yerel minimumlarına odaklanan dipolün en büyük 
genlik değeri büyük farklılıklar göstermese de ağırlık merkezinin yeri değişmiştir (Şekil 4.2). 
Kaymaya bağlı kararsızlık durumu oluşmuştur. 
Benzer şekilde sınır düzensizliği içeren potansiyelin yerel maksimumlarına odaklanan dipolün 
kararlılık analizi yapılmış ve en büyük genlik değeri sınırlı ilerleme sonucunda büyük 
farklılıklar göstermiştir. Odaklanmaya bağlı kararsızlık oluşmuştur. 
Boşluk düzensizliği içeren potansiyelin yerel minimumlarına odaklanan dipol solitonların 
kararlılığı incelenmiştir (Şekil 4.3). 
Şekil 4.3’ten görüldüğü gibi en büyük genlik değeri ve ağırlık merkezinin yeri küçük 
değişimler göstermiş,  faz yapısı korunmuştur. Bu durum ele alınan dipol yapının bu 
parametrelere göre kararlı olduğunu göstermektedir. 
Boşluk düzensizliği içeren potansiyelin yerel maksimumlarına odaklanan dipolün kararlılık 
analizi yapılmış ve en büyük genlik değeri sınırlı ilerleme sonucunda büyük farklılıklar 
göstermiştir. Odaklanmaya bağlı kararsızlık oluşmuştur. 
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Şekil 4.2: Sınır düzensizliği içeren potansiyelin yerel minimumlarına odaklanan dipol 
solitonların ilerlemesi sonucunda elde edilen (a) En büyük genlik değeri, (b) Solitonun ağırlık 
merkezinin yayılma uzaklığına göre değişimi, (c) Solitonların faz yapısı, (d) Solitonların 
ilerletildikten sonra (z=30) üstten görünüşü. 
 
Şekil 4.3: Boşluk düzensizliği içeren potansiyelin yerel minimumlarına odaklanan dipol 
solitonların ilerlemesi sonucunda elde edilen (a) En büyük genlik değeri, (b) Solitonun ağırlık 
merkezinin yayılma uzaklığına göre değişimi, (c) Solitonların faz yapısı, (d) Solitonların 
ilerletildikten sonra (z=20) üstten görünüşü. 
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4.3 Vorteks Solitonların Doğrusal Olmayan Kararlılığı 
Bu bölümde sınır düzensizliği içeren potansiyel için üç solitonlu vorteks yapıların ve boşluk 
düzensizliği içeren potansiyeller için dört solitonlu vorteks yapıların doğrusal olmayan 
kararlılığı incelenmiştir.  
Sınır düzensizliği içeren potansiyelin yerel minimumlarına odaklanan vorteksin kararlılığı  
incelenmiştir (Şekil 4.4). 
Sınır düzensizliği içeren potansiyelin yerel minimumlarına odaklanan vorteksin en büyük 
genlik değeri büyük farklılıklar göstermese de ağırlık merkezinin yeri değişmiş ve faz yapısı 
dağılmıştır (Şekil 4.4). Kaymaya bağlı kararsızlık durumu oluşmuştur. 
 
Şekil 4.4: Sınır düzensizliği içeren potansiyelin yerel minimumlarına odaklanan vorteks 
solitonların ilerlemesi sonucunda elde edilen (a) En büyük genlik değeri, (b) Solitonun ağırlık 
merkezinin yayılma uzaklığına göre değişimi, (c) Solitonların faz yapısı, (d) Solitonların 
ilerletildikten sonra (z=20) üstten görünüşü. 
Sınır düzensizliği içeren potansiyelin yerel maksimumlarına odaklanan vorteks için yapılan 
kararlılık analizinde en büyük genlik değeri sınırlı ilerleme sonucunda büyük farklılıklar 
göstermiştir. Odaklanmaya bağlı kararsızlık oluşmuştur.  
Boşluk düzensizliği içeren potansiyelin yerel minimumlarına odaklanan dört solitonlu vorteks 
yapıların doğrusal olmayan kararlılığı incelenmiştir (Şekil 4.5). 
Yerel minimumlara odaklanan vorteks için en büyük genlik değeri büyük değişimler 
göstermiş ve faz yapısı dağılmıştır, bu yapı kararsızdır (Şekil 4.5). Yerel maksimumlara 
odaklanan vorteks için yapılan kararlılık analizinde odaklanmaya bağlı kararsızlık oluştuğu 
görülmüştür. 
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Şekil 4.5: Boşluk düzensizliği içeren potansiyelin yerel minimumlarına odaklanan vorteks 
solitonların ilerlemesi sonucunda elde edilen (a) En büyük genlik değeri, (b) Solitonun ağırlık 
merkezinin yayılma uzaklığına göre değişimi, (c) Solitonların faz yapısı, (d) Solitonların 
ilerletildikten sonra (z=5) üstten görünüşü. 
5. SONUÇ 
Bu çalışmada düzensiz potansiyel içinde temel, dipol ve vorteks solitonlar incelenmiştir. 
Potansiyel içerisinde düzensizlik yaratıldığında birinci doğrusal olmayan bant yapısının 
daraldığı görülmüştür. Düzensizlik içeren potansiyellerin varlığında temel, dipol ve vorteks 
soliton yapılarının elde edilebileceği gösterilmiştir.  
Uygun koşullar altında soliton yapılarının düzensiz potansiyel içinde kararlı olabilecekleri 
gösterilmiştir. Boşluk düzensizliği içeren potansiyel için kararlı temel ve dipol soliton yapıları 
elde edilmiştir. Sınır düzensizliği içeren potansiyel için kararlı temel ve dipol solitonlar elde 
edilmiş fakat kararlı vorteks yapısı bulunamamıştır.  
Temel solitonlar için elde edilen doğrusal olmayan kararlılık analizlerinin Vakhitov-
Kolokolov (VK) kararlılık kriterleri ile uyum içinde olduğu gösterilmiştir. 
Sınır düzensizliği içeren potansiyelde kararlı soliton elde etmenin, boşluk düzensizliğine göre 
çok daha zor olduğu görülmüştür.  
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